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diese Abhandlung als Zeichen Beiner Verehrang 



Vorwort, 

Die geistreiche nod interesaanfe Verknöpfong der W; 
licbkeitB-Lehre mit der Metliode der kleinsten 
wird nocli hente in manclien vissenschaftlichen Kreisen als 
Spiel matbematjscher Cnt«r3uchtmgen aDgesehen, trotzd 
ebendenselben Kreisen sich gern und ausschliesslich -dt 
HflHe gewonnenen Resultate bedient und nicht wegUngnei 
sie Itlr natnrwissenschaftlicbe, sowie f(tr geodätische Zwec 
nnd allein praktisch-brauchbare Ana gleichungs- Rech nn 
jenigen tlbrigene, welche die Herbeiziehung des Beg 
Wahrscheinlichkeiten zur Begrflndimg der Methode ( 
Quadrate als eine erkflnstelt« bezeichnen, und behauptet 
ohne solchen fertig werden könne, Obersehen, dass sie 
dennoch — nur unter verändertem Namen — bedientei 
Wahrscheinlichkeits-Lehre nothwendiger Weise die Vorl&u 
erwähnte Methode sein musste, und dasB die Ausbildung c 
schwerlich so schnell und bequem von Statten gegangen 
ZuhOlfenahme der Eretereii. Die absprechenden Urtheile 
inneren Zusammenhang beider Theorien erinnern lebhaft i 
reichen, aber vergebliehen BemDhungeu Lagrange's den 
Unendlich-Kleinen bei Begrflndung des Infinitfisimal- 
bannen zu wollen. 

Wir unterlassen es auf eine Untersuchung flber Recht < 
derartiger Angriffe einzugehen, vielmehr ist es unser Zweck 
die Herleitung der Theorie, Entwicklung dei 
nnd Anwendung derselben auf einige praktisohf 
zu geben. 



istverstflndlichen engeren Grenzen dieser Abhand- 
i auch begntigen, ans der Fülle des Stoffes nur 
)te beransznheben, nnd kfinnen uns ebensowenig 
]iet der WahrscbeiDUchkeits - Becbnnng als Ober 
aasgebildeten Rechnangs-CbematiBmus bei Anwen- 
er kleinsten Quadrate verbrdten. Wir folgen darin 
erfahren von Ganas. 
der geneigten Leser einen aasfDhrlicheren Text 
Formeln rermisBen, so ■wollen Me gfitigst diesen 
)ot«nen Um&nge dieser Abhandlung entschuldigen 
eichneten Schriften von Daniel Bemonlli, Laplace, 
littrow, Hoser, Gauss, Besael, Hansen bedienen. 
>iinkte gemftss erscheint es tms am zweckmassigsten, 
Methode der kleinsten Quadrate ans der Wahr- 
herauB dnrch einen hist«rischen Abriss darznthun 



0-, im December 1876. 
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Die AnweDduDg der Mathematik auf die Gesetze der Wahr- v 

scheinlichkeiten ist unstreitig einer der evidentesten Beweise dafür, wie %^ 

diese abatracteste aller Wissenschaften selbst in diejenigen Sphären ^ 

des Lebens mit Erfolg einzudringen versteht, welche auf den ersten ^ 

Anblick der Gesetzmässigkeit zu entbehren und ftlr die strengen Formen a 

der Mathematik wenig geeignet scheinen. i 

Pascal') gebohrt der Ruhm und das Verdienst der Erfindung und ^ 

Begründung der Wahrscheinlichkeits- Rechnung. Er schrieb im Jahre ' 

1G5G in einem Briefe an die französische Academie der Wisscnachaften : ij 

„et SIC matheseofi demonstrationee cum aleae incertitudine jungendo, ^ 

et quae contraria videutar conciliando, ab utraqiio nominatioDem snam ' 

aecipieng stnpendiun hunc titulumjuresibi arrogat: „aleae geometria"; "^ 

und inaugurirte damit die Anwendung der Mathematik auf die Theorie i 

der Wahrscheinlichkeiten. 1 

Eine unmittelbare Veranlassung zn einer eingehenderen BeschSfÜ- ^ 
gung mit dieser Theorie wurde Pascal geboten durch ein ihm 1654 
voi^legtea Problem, folgendermaasen lautend: „Von 2 Spielern 
hat jeder eine Anzahl Points gewonnen; sie trennen sich, 
ohne das Spiel zu Ende zu bringen; wie muss in diesem 

Falle der Einsatz unter sie rertheilt werden?" 4 

Pascal löste die Aufgabe vermöge einfacher rationeller üeber- 

legUDg und theilte sie seinem Zeitgenossen Format^) mit, der seiner- ^ 
seits auch eine Lösung gab und zwar in streng mathematischer Form, 

indem er sie anf die Theorie derCombiuationslehre stützte. Letzte- ^ 

rer schloss folgendermassen : „Wenn 2 Spieler ein Spiel mit 3 Points ^^^ 

spielen, so sind überhaupt 6 Variationen möglich; entweder gewinnt ^ 

der eine alle drei, oder er gewinnt zwei und verliert den dritten, oder f. 

er gewinnt den ersten und den dritten und verliert den zweiten etc. etc. '^' 

Diese Chancen zwischen den 2 Spielern lassen sich durch die Anzahl ^ 

der Variationen der Buchstaben a n. b zur 3. Klasse ausdrücken: ,!| 

■) Pucal, geb. 16S4 za Clirmont-Fernind, gest 166! zu Pnrif. -^ 

*) Fermat, geb. 1«08 zu Toulouse, gest. 1665 za l'nris. . >- 
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1. Fall a . a ,a 


4. Fall a.b .h 


7. Fall 6 . 6 . a 


2. „ a,a .0 


5* 7, b , a . a 


8. „ ^.6.6 


3. ;, a .- & . a 


6. ), b , a . b 


• • , • 



Es sind also 8 Fälle möglich, nicht mehr, nicht weniger. Wenn 
nun das Spiel so steht, dass der Erste 2 Points und der Zweite noch 
keinen gewonnen hat, und sie brechen das Spiel ab, so sind dem 
cxbten Spieler 7 von den 8 Fällen, dem zweiten nur 1 Fall 
günstig um das Spiel zu gewinnen. Der Erste zieht daher Ys^ ^®^ 
Zweite Vg des Gesammteinsatzes. 

§ 2. 

Die mit der Wahrscheinlichkeits-Rechnung in so naher Verbindung 
stehende Combinationslehre wurde nach Pascal hauptsächlich 
durch Leibnitz^), Wallis^), Jacob Beruoulli^) ausgebildet. Letz- 
terer schrieb das in der Geschichte der Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
epochemachende Werk „Ars conjectandi 1713 (8 Jahre nach seinem 
Tode erschienen)." Einer der wichtigsten Sätze in diesem Werke ist 

b c 
folgender: sind — u. — Wahrscheinlichkeiten des Eintretens und Nicht- 

a a 

eintretens eines Ereignisses bei einmaligem Versuche, so dass 

b c 

— H — = 1. ist, so repräsentirt die Summe aller Glieder des entwickelten 

a a 

Binoms 1 — | — | vom 1. bis und mit dem Gliede, welches die Fac- 

oren 1 — 1 * 1 ~^ 1 enthält, diejenige Wahrscheinlichkeit, dass 

das Ereigniss bei n Versuchen m mal eint,rete. 

Auch Huyghens^) hatte sich etwa zu gleicher Zeit wie Pascal und 
Format mit der Theorie der Wahrscheinlichkeiten beschäftigt. In 
seiner Schrift: „de ratiociniis in ludo aleae" 1657 ist der wichtigste 
Satz ohne Zweifel folgender: „Wenn ein Spieler p Chancen hat die 
Summe a und q Chancen die Summe b zu gewinnen, so hat er Anspruch 

auf die Summe ^ • wenn er also für beide^ Summen gleiche 

P + 9 

Chancen hat, so ist sein Anspruch — 1 a + 6 1 Der Hauptwerth der 

Huyghens'schen Abhandlung besteht darin, dass sie zuerst eine 
systematische und analytische Formulirung der Grundsätze der Wahr- 
scheinlichkeitslehre giebt. 



>) Leibnitz, geb. 3, Juli 1646 zu Leipzig, gest. 4. Nov. 1716 zu Hannover, 

2) Wallis, geb. 1616 zu Acliford in Kent, gest. 1703 zu Oxford. 

3) Jacob BernouUi, geb. 27. Dez. 1654 zu Basel, gest. 1705 zu Basel. 

^) HuygheBs, geb. 1629 im Haag, gest. 1695 im Haag (1666—1681 in Paris). 
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Neben den Gebrüdern Daniel') und Nicola 
Neffen von Jacob BeraouUi), deren Ersterer sich, ■ 
AntfassungfiweiBe beim Glfl<^aspiel „der moraliBC 
(emolnmentnm)" und der Letztere durch das b« 
burger Problem" bekannt gemacht hatten, verdanl 
Wahrecheinlichkeiten den' franz. Mathematikern At 
und Pierre Remoiid de Montmort*) wesentliclie 
die Anwendung der Reihen auf die Lösung 
Die Abhandlungen des Erst«ren sind: De mensu 
The doctrine of chances 1718. Duration of 
des Letzteren: „Essai d'analyae sur les jeus 
Paris, in welchem Montmort das bei den Franzosen i 
Treize behandelt. Nach ihm ist die Wahrschein 
Karten, von As bis König mit 1 bis 13 bezeichnet, ( 
Ordnnngsnummer der Ziehung mit der Nummer ihres 

stimmend zu ziehen W= 1 P \- 

2 3 4 
n die Anzahl der gezogenen Karten bezeichnet, 

§.3. 

Als der erste Gegner der bis dahin unang( 
principien der Wahrscheinliehkeitslehre trat d'Alen 
„Opnscules mathematiques, Tom II 1761 Pari 
mehr Klarheit in die Sache zu bringen. Seine Kriti 
Pile" betraf das bei Nicolauß Bernonlli erw&hn 
Problem, welches lautete: A wirft eine Mflnze ij 
der Kopf beim ersten Wurf oben liegt, so erhSlt er 
wenn der Kopf beim zweiten Wurf ohen erscheint, t 
beim dritten Wurf 4 Thaler, beim vierten Wurf 1 
Nach Daniel Bemoulli'seher Lösung wäre die mathei 
tung in der Reihe: 

1.2.4,8. ... 1.1,1 

-H h ininf. =-H h- 

2 2= 2' 2* 2 2 2 

zu finden. Ä mflsst« also B eine unendlich gro8 
wenn dieser auf solche Weise mit ihm spielen wi 
hierin liegenden Paradozons nahm Bernonlli seine 2 
lischen Erwartung. 

D'Alembert machte dagegen die Einwendunj 
scheinlichkeit mit einer Mflnze in 1 Wurf den Kop: 

■) Daniel Bernonlli, geb. 1700 za Groamgen, gest. 178S 
>) Nicolaos Remoulli, geb. 1635 in Groningen, gest. IT: 
') Moivre, geb. 1667 sii Vitti (Clmmiiagne), gest. 1754 
*) Monimorl, geb. 1678, gesl. 1719. 
^ Pierre Reniond (iWlcmLcrt, geh. 1717 ia Paria, gest. 



iebe, sondern dasa sie nm so kleiner werde, je öfter 

on der Kopf oben erschienen sei. Femer wandte 
anderes der Grundprincipien , indem er sagt: „Die 

— eines Spielers p Thaler zn gewinnen, verhalt sich 



•np Thaler; womit er sich einverstanden erklärt, 
er, dass die Erwartong eines Spielers, welcher die 
— hat, mp Thaler zu gewinnen, gleich sei der 



sagt: die Erwartung desjenigen sei grösser, welcher 
soheinlichkeit hat, obgleich die zu erwartende Summe 
!iBS man nicht zaudern werde, die Erwartung eines 

n^ahrscheinlichkeit - hat, 1000 Thaler zu ge- 

en eines anderen Spielers vorzuziehen, der die 

keit — ■ — hat, 1 Million Thaler zu gewinnen. 

2000 
äiese Reflexionen auch klingen, und so sehr man 

ist, von d'Alembert's eminentem kritischen Geiste 
-e Theorie zu erwarten, so enttäuscht sieht man sich 

Worte: „Voua me demanderez peut-etre quels sont 
faut, aelon moi, substitucr ä ceux dont je rävoqne 
de? Je n'en süs rien, et je suis m€me tr6B port£ 
atiöre dont il s'agit, ne peut etre sonmise au moins 
i,' il un calcul esact et präois, ögalement net dans 
ans ses r^sultats", 

§•4- 
ass bis zu jener Zeit etwa bis ums Jahr 1760 sich 
dkeitsrechnung nicht aus der niederen Sphltre der 
nungen zu erheben vermochte. Da endlich war es 
liesem Calcut einen würdigeren Platz in der politischen 
, indem er es auf die Berechnungen von Lebens- 
und Renten anwandte. 

geb. IT07 in Rasel, gest. l'SS za Pelenbu^ (1741—66 
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eich die Wahracheinlichkeiterechnung Enler keioe 

e. Leistungen zu verdanken hat, so genDgt doch diese neue 
ausgegangene, erspnesslichere Richtung allein schon 

imen in der Geschichte derselben nicht zu vergessen. 

en Abhandlungen sind: „Recherches generales sur la morta- 
multiplication du genre humain." „Snr les rentes via^res." 

ur la ProbabiIit6 des sequences dans la lotterie G^noise 1765< 
„Bolutio quaraudam quaestionum diiTtciliorum in calculo proba- 

pas anal. Tom lU Berlin 1785 weist er d'Älembert's feind- 
uone Angriffe auf die Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung zurück, 
indem er unter Änderm sagt: „Neque me det«rrent objectiones IllustriB 
d'Alembert, qui hunc calculum suspectum reddere est conatus." 

In dieser gegenwärtigen Periode tritt noch auf dem neuen Felde 
der Lebens- und Beuten -Versicherung der durch seine geniale Auf- 
fassungsweise des socialen und politischen Lebens anderweit bekannte 
Marquis de Condorcet') glänzend hervoi. Hauptsächlich sind cb 
seine Scliriflen: Kssai d'analyse Pari? 1768; Eloge et Pens^es de 
Pascal London 1776; Eaquisse^i d'un tableau historique des progr^s de 
l'esprit humain, Paiis 1795, welche der Krwflhnnng und Beachtung 
verdienen. 

Nach diesem neuen Schritt beginut erst die wirkliche und auf- 
richtige Anerkennung ferner stehender wissenschaftlicher Kreise fOr 
das Probabilitata-Calcul, während es bis dahin nur als ein geistreiches 
Spiel mathematischer Untersuchungen betrachtet worden war. 

Von da an wenden sich nun auch eifriger seine Freunde an dessen 
Ausbildung, und zwar hauptsächlich zur practischcn Anwendung im 
Leben in zwei sich unterscheidende Hauptrichtungen, welche sind: 

l)'Die Wahrscheinlichkeitslehre der tlllbebailllt6n flber- 
hanpt möglichen Fälle, ein Ereigniss herbeizuführen. Dieser 
fällt die Aufgabe zu, den Werth irgend einer unbekannten Grösse zu ^ 

ermitteln und das darauf gestützte Calcul ist die zum Thema dieser 
Abhandlung gewählte Methode der kleinsten Quadrate, vornehm- 
lich iu der Astronomie, Geodäsie und Naturwissenschaften benutzt, um 
BeohachtUDgsfehler auszugleichen oder auf ein Minimum zu reduciren. 
- 2) Die Wahrscheinlichkeitslehre der bekannten über- 
haupt möglichen Fälle, welche ein Ereigniss herbeiführen. 
Letztere findet Anwendung in der ätatistik und politischen Arithmetik, 
iudem auf bekannte Thatsachen der Moi'talität, der Capital svermehrung, 
der Unglücksfillle etc. Durchschnittsrechnungen tlber Volksvermehmng, 
Steuerkraft eines Landes, Armee -Ersatz, Lebens- und Rentenver- 
sicherungen, Schilfs-, Güter- und Hypotheken -Versichernngen, Lotterie- 
Anlehen b^irt werden. 

') Condorcet, geb. 1743 zu UibcmonC, gest. 1T94 zu Iloui^ la reine. 
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Diese 2. Aufgabe der Wahrscheinlichkeits - Rechnung ist nicht 
minder interessant und bedeutsam, und wir bedauern, dass die engen 
Grenzen dieser Abhandlung ein näheres Eingehen auf dieselbe nicht 
gestatten. Wir müssen uns begnügen, hier auf die Arbeiten Moivres, 
Halley, Condercet, Laplace, Lacroix, Deparcieux, Kersenboom, Littrow, 
Moser, Fries, Quetelet, Zillmer etc, zu verweisen. 

§. 6. 

Indem wir uns nunmehr der geschichtlichen Entwicklung unseres 
eigentlichen Thema's, der in No. 1 des vorigen §. 5 genannten Richtung 
der Wahrscheinlichkeits-Lehre zuwenden, müssen wir mit den Versuchen 
und Verfahren Lagrange's,^) die Aufgabe zu lösen, beginnen. 

Wenn wir auch Gauss^) als den eigentlichen Erfinder der 
Methode der kleinsten Quadrate anzusehen haben, so müssen wir 
doch zugestehen, dass er die Idee: „die Wahrscheinlichkeits - Lehre 
auf Ausgleichungs-Berechnungen von Naturbeobachtungen anzuwenden" 
bereits vorfand. 

Der Schöpfer dieser Idee ist jedenfalls Lagrange; denn er ver- 
öflFentlichte ums Jahr 1772 eine seiner wichtigsten Arbeiten: „Ueber 
die Ausgleichung von Beobachtungsfehlem", „Memoire sur Tutilitö de 
la methode de prendre le milieu entre les resultats de plusieurs 
observations". Seine Methode, kann, wie wir sehen werden, nicht 
mit derjenigen Gauss* verwechselt werden, denn Lagrange rieth, 
den wahrscheinlichsten mittleren Fehler aus /* Beobachtungen 
folgendermassen zu bestimmen. Es seien a, 6, c, d die bezüglichen Fälle, 
in denen die Fehler p, g, r, s vorkommen. Ist dann M der Coefificient 

von a:*"' in der Entwicklung von {axP + bx^ + ca^ + da^ + "^Y] 
so ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der Fehler =fij also 

der mittlere Fehler = — ; W = • Es handelt 

sich nun darum, den Werth von /li zu bestimmen, für welchen M ein 
Maximum ist, indem man von der Voraussetzung ausgeht, dass der 
kleinate Fehler die grösste Wahrscheinlichkeit hat. 

Zu umfassenderen, praktischen Anwendungen brachte Lagrange 
seine Methode nicht, einmal weil ihm dazu nicht die tägliche unmittel- 
bare Veranlassung wie Gauss, bei dessen astronomisch. Berechnungen 
geboten war, und andemtheils, weil überhaupt in seinem Wesen die 
abstracte Auffassung und Discussion der Functionen vom rein algebraisch- 
arithmetischen Standpunkte lag. Dabei soll nicht verkannt werden, 
dass gerade diese seine Auffassung imd Darstellung der Functionen- 



1) Lagrange, geb. 25. Jan. 1736 za Turin, gest. 10. April 1813 in Paris. 
1766—1787 in Berlin, 

*) Gaais, geb. 30. April 1777 zu Braunschweig, gest. 23. Februar 1855 zu 

Göttingen, 
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Theorie das bedeutungsvollate Moment zar Neugestaltn 
AnalyBis nod Mechanik wurde. 

Wenige Jahre nach Lagrange tritt Daniel Bern« 
Abhandlung auf, betitelt: „Dijudicatio maxime probabili 
Tationum discrepantium atque verieimillima inductio i 
Petersburg 1777, in welcher er die Wahracheinlichkeita-B 
Oebiet der Methode kleinster Quadrate binfiberznziehen 
die Wahracheinlichkeit eines Fehlers giebt er den Ausdru 
r eine Couetante und p. einen Fehler bezeichnen. Ai 
von Beobachtongen wird nach ihm das beste Resulti 
dem Falle, wo das Product der WahrscheinHc 
Fehler zu einem Maximum wird. 



§. 7. 

Abgesehen von den interessanten und lehrreichen 
tlber die beste Methode von Ausgleich-Rechnungen fflr aa 
geodätische Beobachtungen eines Lacaille, Delambre, 
Laplace') in seiner Mecanique Celeste Tom III. chaj 
bis 1806 ; bei Gelegenheit der Untersuchungen Aber F( 
des Erdmeredians eine Methode entwickelt, nach welch« 

1) dasB die Summe der Fehler mit ihrem zng 
zeichen addirt, gleich Null; und 

2) dass die Summe dieser Fehler, wenn ma 
lieh positiv setzt, ein Kleinstes sei. 

Daas gerade die letalere Bedingung unpraktisch und 
ist, bedai'f kaum einer näheren Eröi-terung, indess erpi 
Methode an einem Zahlen-Beispiel. Es sei ein Winke 



durch 15 Messungen gefunden 


Fehlevfllr 12,36"; dBgl 


l.Mesanng 


39» 


-20'- 


-12,4," 




+6 




2. , 


39 


20 


12,io" 




+4 




3. . 

4. . 
6- . 


39 
39 
39 


20 
20 
20 


12,<o" 

12,39" 
12,3«" 


7 Fehler pos. 
(Summa +21) 


+4 
+3 
+2 


7E 
(Su 


ß- • 


39 


20 


12,38" 




+2 




'■ . 


39 


20 


12,3?" 




+1 




8. , 


39 


20 


12,ss" 




=i 




9. . 


39 


20 


12,3S" 




— 1 




10. . 


39 


20 


12,34" 




-2 




11- . 


39 


20 


12,34" 


8 Fehler neg. 


—2 


8F 


12- . 


39 


20 


12,33" 


(Summa— 21) 


—3 


(Sn 


13. . 


39 


20 


12,33" 




-3 




14. , 


39 


20 


12,31" 




_4 




16. . 


39 


20 


12,31" 




—6 





*) Lsplace, geh. 33. MarElT49 zd BenniDont EarÄuge, g««t, 5, 
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« 

Nimmt man nämlich ausser den unbestreitbar richtigen Gradeü, 
Minuten und vollen Secunden, als den wahrscheinlichsten Werth der 
unbekannten Grösse des Winkels 0,36" an, so würde: 

ad 1) allerdings die Summe der übrigbleibenden Fehler mit ihren 
zugehörigen Vorzeichen summirt 

+ 21 — 20 = 
ergeben; während 

ad 2) die Summe dieser Fehler sämmtlich positiv gesetzt: 

+ 21 +21 = + 42 
kein Minimum ergiebt, welches mindestens 31 sein müsste. 
Hätte man indessen 0,35" als den wahrscheinlichsten Werth der 
Unbekannten angenommen, so erhielte man: 
ad 1) Summe der übrig gebliebenen Fehler 

+ 28 — 13 = + 15; anstatt = 0. 
ad 2) Summe der übrig gebliebenen Fehler, Letztere alle positiv 

+ 28 + 13 = + 41 
ebenfalls kein kleinster Fehler. 
Man versteht in der That nicht, wie Laplace sich dies gedacht habe. 
Seine Methode, als unhaltbar erkannt, wurde von ihm selbst auf- 
gegeben, und in seinem späteren Werke: Theorie analytique des 
probabilit^s I Edit. Paris 1812 Tom II. Chap. IV. schliesst er sich 
der Gauss'schen Theorie, welcher inzwischen 1801 seine Abhandlung 
Disquisitiones arithmet. Leipzig 1801 veröffentlicht hatte, vollkommen 
an, und entlehnt von Gauss den Schluss: „dass die Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung darauf hinwiese, dass derjenige mittlere Werth gegebener 
Beobachtungsfehler als der wahrscheinlichste, und dem wahren Resultate 
als am nächsten liegend zu betrachten sei, der die Summe der 
Quadrate der übrig bleibenden Fehler zu einem Minimum mache." 

§. 8. 

Einen glücklichen Abschluss aller früheren, mehr oder minder 
unbrauchbaren Versuche über Ausgleichungs - Rechnungen für astro- 
nomische und geodätische Beobachtungen machte Gauss 1795; indem 
er ein neues, jetzt allgemein als praktisch-bestes angenommen und 
theoretisch als richtig erwiesenes Princip an die Stelle setzte. Vor- 
nehmlich trat er dem Princip der kleinsten Summe der übrig bleibenden 
Fehler entgegen und beseitigte damit das unmathematische Verfahren 
des willkürlichen Zeichenwechsels. Dann aber auch trug sein neues 
Princip dem bis dahin vernachlässigten Umstände Rechnung: „dass die 
Beobachtungsfehler nicht im einfachen, sondern im quadra- 
tischen Verhältnisse ihrer Grössen unwahrscheinlich sind. 
Nach Gauss ist die Wahrscheinlichkeit einen Fehler, z. B. von 

0,10" zu begehen, gegenüber einen von 0,05" nicht = y^, sondern 

[ll 2 j 
- I = — •> weil erfahrungsmässig gewisse Fehlergrössen geradezu 
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möglich sinii, und in demselben Sinne grössere Fehler anch im 
iheren Verhältnisse als dem directen ihrer Grösse, unwahracheinLch 
in mflssen, ala kleinere. Diesem Princip gemSas dürfte man zur 
jrfeinerung der Rechnung die Fehler auch zur 3. 4. und höheren 
. jtenz in dieselbe einführen; da indess die höheren Potenzen der Fehler 
die Rechnung unverhaltniasmaasig erschweren würden, ohne die Genauig- 
keit wesentlich zu fördern, so ist Gauss bei den Quadraten der Fehler 
stehen geblieben. 

Insofern als Gauss seine neue Theorie klar und prficise be- 
gründete und in dem von ihm vorgeschlagenen und seit nunmehr 
7, Jahrhundert benutzten Gange der Rechnungen bewies, dass man 
hinreichende Genauigkeit mit den Quadraten der Fehler 
erziele, ist er allerdings als der einzige und wahre Erfinder 
der Methode der kleinsten Quadrate anzusehen, uud nicht 
Laplace, wie von Manchen angenommen wird. Letzterer Irrtbum 
kann nur daher rühren, daaa damals als Laplace sein Werk „Theorie 
analytiqne des Pi-obabilitös" herausgab, 1812 von Gauss nur zerstreute 
Abhandlungen existirten. Und sonderbarer Weise giebt es bis heute 
noch keine deutsche, sondern nur eine französische Ausgabe von 
J. Bertrand Paria 1855 mit Gauss' Genehmigung hevausgegeben, welche 
die betreffenden Gauss'schen Schriften gesammelt und geordnet hat. 



Nach Gauss bildeten Bessel, Knke, Schumacher, Hansen 
die Methode fQr astronomische und geodStische Zwecke weiter ans 
und passten sie den verschiedenen Zwecken an. Die Litteratur über 
diese Materien ist so umfassend, daas wir unmöglich die erwflhnten 
Autoren einzeln verfolgen können. Wir glauben übrigens, dasa die gege- 
bene allgemeine Uebersicht als Einführung in die Materie genfigen wird. 

n. Abschnitt 

Frincipien der WahrscheinlichkeitB-RecbnuDg und 
Methode der kleinaten Quadrate. 



Allgemeine Bedlngaogen der Znläasigkeit. 

Für Boldie Messungen, deren Resultate durch die Methode der 
kleinsten Quadrate soll verbessert werden, gilt als Vorbedingung, dass 
mehr Messungen gemacht sein müssen, ala zur Erlangung des Resul- 
tats matJieniatisch nothwendig sind. 

waren z. B. zur Construction oder Berechnung eines Systems von 
Dreiecken, Vielecken etc. bei geodätischen Vermessungen nur grade 
ebenso viele Linien und Winkel gemessen als zu ihrer Bestimmung mathe- 
matisch nothwendig sind, so hätte man keinen Maassatab für die Güte der 
Jle^sung, sind aber überschüssige Messungen vorhanden, z. It in 




*8 

einem Dreieck 1 Seite und alle 3 Winkel, so gewinnt man, je nac 
die Berechnung aus versuhiedenen Messungen eine ^ssere 
geringere Tlebereinstimmnng Ecigt, die Ueberzeugung von der gröi 
oder geringeren GOte der MesBungen. 

Mit dieser blossen Ueberzengnng wird man indess sich 
begnflgen wollen, man wird vielmehr dahin streben, alle geo 
UesBungen bei Bestimmung der unbekannten StOcke mitwirke 
lassen, und diese Bestimmung dadurch um so genauer zu erh 
man wird suchen dieselbe so zu machen, dass sie allen voi 
denen Messungen am besten entspricht, dass die gemacht 
Stimmung, wie man sich ausdrückt, unter allen möglichen Bi 
mungen die grösste Wahrscheinlichkeit hat. 

W&ren alle Messungen, z. B. die aller 6 in einem Viereck 
den Seiten und Diagonalen gebildeten Winkel absolut richtig, so v 
wenn man von einer Seite als Basis ausgebt, der Werth einer 2. 
immer derselbe sein, man möchte zu ihrer Bestimmung ans 
8 Winkeln wfthlen, welchen man wolle. Da die absolnte Rieht 
indess nie vorhanden ist, so bleibt nur übrig anzunehmen, dasf 
8 gemessenen Winkel mit kleinen Fehlem behaftet waren und 
so, dass, wenn man die gemessenen Winkel um diese kleinen Q 
täten corrigirte, ein neues verbessertes System an Winkeln entsi 
welches mit den absolut richtigen das gemein hat, daaa jede 
durch Anwendung beliebiger ans diesem System gewählter M 
aus einer gegebenen Seite als Basis berechnet, nur einen ein: 
Wertli erhAlt, die Figur also eine mathematisch genane wird. 

Die Wahrscheinlichkeita-Rechnung soll nun lehren, welches 
all den zu wUhlenden verbesserten Systemen das Wahrscheinlio 
jenen wirklichen Messungen am meisten Entsprechende ist, oder 
dasselbe ist, welches sind die wahrscheinlichsten Fehler der gemes 
Winkel, die das Viereck bilden. 

Die Cardinalbedingung der ZuUssigkeit unserer Met 
ist also: „es mflssen mehrfache gleichartige Beobacfatn 
desselben Ereignisses vorhanden sein, aus welchem siel 
System der wahrscheinlichen bei den Beobachtungen he 
genen Fehler foimiren lässt. 



Grundbegriffe der WahrschelDltchkeiislehre. 

a) Unt«r Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses versteht 
das Verhftitniss der Anzahl derjenigen F&Ue m, die 
EreignisB herbeiführen, zur Anzahl aller möglichen F&l 

d. h. VT: 1 = m : n oder auch »•"= ™, z. B. 1 Würfel kann, 

er geworfen wird, 6 verschiedene Würfe, also n = Q geben ; ab 



ur einmal jede Zahl geben, oder m nur einmal vorhanden, 
. Die Wahrscheinlichkeit, ein Aas zn werfen, ist daher i^—, 



en Falle — |- - = 1, oder die GewisBheit, dasa ireend eine 

6 6 
BS WOrfels nach oben gerichtet sein vird. Die Gewissheit 
;h der eingeführten Bezeichnung also immer = 1. 

Die gegebene Erklärung setzt voraus, dass alle einzelnen 
;leich möglich sind. Findet dies nicht statt, so muss man 

™„ B^lichkeit ihres Eintreffens ermitteln, und durch Verhältnisasahlen 

bezeichnen. Die Wahrscheinlichkeit ist dann gleich der Summe 
aller dieser Verhältnisszahlen oder Achten Brfiche, welche 
die Möglichkeit des Eintreffens derjenigen Fälle bezeichnen, 
die das Ereigniss herbeiführen. 

Z. B. eine Münze mit den beiden Seiten A und B wird in die 
Höhe geworfen, wie grosB ist die Wahrscheinlichkeit, in zwei Würfen 
einmal A oben zn werfen. 

Es sind 4 mögliche Fälle: A im ersten and zweiten Wurf 
A „ „ B „ 

B „ „ A 
B „ „ „ „ 
Hiervon sind die ersten drei günstige Fälle, man hat alao die 

gesuchte Wahrscheinlichkeit ^ — 
4 
Man kann aber bei diesem Spiele auch folgende Eintheilung machen : 
A im ersten Wurf, wobei die Wette gewonnen und das Spiel beendet 
ist; B im ersten, A im zweiten Wurf; B in beiden Würfen. 

Hiernach würde anscheinend die Wahrscheinlichkeit nur — betra- 

3 
gen, es ist aber klar, dass die Möglichkeit des Eintreffens des ersten 
Falles, also seine Wahrscheinlichkeit eben so gross ist, als die der beiden 

folgenden zusammen, d.h. gleich —, während die der beiden anderen nur 
— ist; addirt man also die Wahrscheinlichkeit der beiden günstigen 



c) Wenn zwei oder mehrere Ereignisse von einander 
unabhängig sind, so ist die Wahrscheinlichkeit ihres gleich- 
zeitigen Eintreffens gleich dem Prodnct ihrer einzelnen 
Wahrscheinlichkeiten. 



Beispiel. Man hat 2 Urnen, in jeder schw 
Kngeln. Es mögen in der 1. m schwarze und n i 
«ii schwarze und % weiaae sein, so ist die Wahrac 

der 1. Urne eine weisse Kugel zu ziehen = 



weisse ans der 2- Urne = 5 daher die 1^ 

bei einmaligem Greifen in beide Ui-nen nnr weisse ] 

Die Richtigkeit dieser Begel ergiebt steh seh 
nämlich unter den m -\- n möglichen FAIlen nnr n we 

also nur n gflnstige Falle, ao werden nur — — • — d( 

der Fälle eine weisse Engel geben. Ist aber de 
günstiger, ao ist der zweite noch nugewiss, und 
möglichen »ij + n^ Fällen nur n, günstige. Von d 
der möglichen Falle, oder von der Gewiasheit föhr 

: ^ — te Theil des — ten Theils das gewfl 

m, + «1 m + n 

zweier weissen Kugeln herbei, oder die Wahrscheinli 



m + « »1, -I- »1 

Dieser Grundsatz gilt ebenso für 3 und mehr l] 
man in allen diesen gleich viel schwarze und weisse 1 
denkt, für das wiederholte Eingreifen in eine Urne. Bt 
Ziehen aus ehicr Urne hat man demnach für die W 



weisse Kugeln zu ziehen I — — | } bei 



\^.-J- 



[~,-l' 



d) Wenn 2 Ereignisse von einander abhs 
ist die Wahrscheinlichkeit des Zusammenti 
gleich 4cm Product aus der WahrscheinÜchk 
mal der Wahrscheinlichkeit, dass nach dem 
ersten Ereignisses das zweite gleichfalls noch 

Beispiel. Man hat 3 Urnen, von denen in einer 
in zweien nur weisse Kugeln sind; man weiss i 
welcher die schwarzen sind, so würde die Wahrschein 

in einer bestimmt bezeichneten, z. B. in der 3. sini 

Man kommt indess zu demselben Resultat, wenn 
Bcheinlichkeit sudtt, in den ei-aten beiden Urnen nui 



n findeo. Ee ist nämlich die Wabvscheinliclikeit, in der ersten Urne 

weisse Kugeln zu finden =— . Hat man eine Urne erfaßt, die weisse -^ 



tngeln entbnit, ao ist die WahrBcheinlichkeit nnter den beiden bleibenden 
Tmen die mit weissen Kugeln zu treffen =-j die Wahrscheinlichkeit 

lao, zweimal eine TIrne mit weissen Kugeln zu treffen -- — = —. 
' 3 2 3 

liermit hätten wir in Kflrze die uns für Entwicklung der Methode 
iteresEirenden Fälle gegeben. 



Torkommen eines Fehlers, abhängig von seiner Grösse. 
Wahrsckeinlivlistes System tob Felileni. 

Die Fehler bei Messungen können folgender Art sein: 

1) Die sogenannten constanten Fehler, wie z, B. Un- 
richtigkeit von MaaBBStäben, Ck)liniationafehler der Femrohre et«.; diese 
mäBBen aus den Messungen entweder dnrcli CorrectioUj wo es möglich 
ist ihre GrCaae zu bestimmen, oder durch die Anordnung der Beobach- 
tungen, indem man diese so anstellt, dass die constanten Fehlemrsachen 
abwechselnd positiv und negativ in gleicher Grösse wirken, und sich auf- 
heben, entreiiit weiden ; anf sie bezieht sieh alBo die folgende Theorie nicht. 

2) Die zufälligen Fehler, jene kleinen Fehler, die man unbe- 
wnsst in die Beobachtungen hineinträgt. Sie sind und bleiben stets 
im Resultate, aber eben ihre Zußllligkeit bringt es mit sich, dass sie 
bald grösser, bald kleiner, bald positiv, bald negativ sein werden, ein 
gewonnenes Resultat also eben ao gut zu groaa ala zu klein sein kann. 

Ein anderes Kennzeichen dieser Fehlersorte ist noch, dass grössere 
Fehler stets weniger wahrscheinlich sind, als kleinere. Die Wahr- 
scheinlichkeit eines Fehlers von einer bestimmten GrCsse (u) hängt also 
offenbar von seiner Grösse ab; sie ist eine Function dieser Grösse, die 
wir <p {v) nennen wollen 

Beispiel zur Erläuterung. Es wird wiederholt mit demselben 
Gewehr und unter denselben TJmatänden nach einer Scheibe geschossen, 
die zn beiden Seiten . der Mittellinie sich ins Unendliche ausdehnt, und 
von Fusa zu Fnss durch Vertical-Linien eingetheüt ist. Dann werden 
die meisten Schüsse, wenn eben das Gewehr keine constanten 
Fehler hat, in der Mitte der Scheibe zwischen den Strichen (0. — 1) 
liegen, weniger Treffer schon zwischen (1 und 2) auf jeder Seit«, 
noch weniger zwischen (2 und 3) und so fort, endlich über eine 
gewisse Grenze hinaus gar kein Treffer mehr. 

Diese Schiessprobe würde nun die Wahr?eheinlichkeit begrün- 
den, mit der man bei fernerem Schiessen ein gewisses Resultat zu 
erwarten hat. 



'i 



Iekommt man eine Linie, die das Gesetz des VerhältnisseB < 
slieinlichkeit eines Fehlers zu seiner Grösse darstellt, und di 
üatinnirliche Curve fibergeht, wenn man die Grenzen nicht y 
"uBB, sondern nur unendlich kleine Grössen dv von eiuande 



last, nach der Theorie der Differential 'Rechnung, \» 
|ekannt voran agesetet wird. 

Die Wahi-scheinlichkeit, einen Fehler von der Grösse (r) zi 
It nach den vorigen, die Ordinate <p (y); die Wahrscheiiüiclik 
Tehler von der Grösse (v biav + d v) zu begehen, ist die Sui 
Ordinaten, oder das kleine Rechteck <p (v) d v; wenn dann n^ ö 
der Fehler zwischen den beiden Ordinalen 9 (ti) und tp(y + 
vorhin n^' zwischen og und oj darat«Ut, so ist also: 

tp(y) = — oder «< = w 9 (o) 
und zwischen 2 Grenzen a nnd b die Anzahl der Fehler 



= "J^V (p) «^ 



Dass bei einem einzelnen Schuss, um bei unserem Beispiel zi 
Überhaupt ein Fehler von — cd bis + « (der also auch Null) 
wird, ist die Gewissheit, oder ^1; die Wahrscheinlichkeit 
aber auch das kleine Rechteck «p (v) tl v Ober die ganze Ci 
gedehnt. Wir bekommen also sofort als charakteristische! 
der Function <p(f) das Integral 



y;(.)rf.=i. 



Gehen wir von diesem Beispiel zu einer Messni 
Eine Linie sei eine beliebige Anzahl n mal gem^sen wot 
unbekannte wahre Länge sei L, so sind, wenn Iq, li, k, • ■ 
den Messungen hervorgegangenen LSngen, die einzelnen F 
Messungen L — l^, L — 4, Z. — (^ .... 

Von diesen mögen beispielsweise zwischen und 1 Linie l 
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eiBpiel: (A) sei die Länge des einfachen Secunden - Pendel 
irgend einer Bieite (iji), so giebt die mathematische Theone: 

m Aeqnator, wo i)> = 0, wird L^ ^x^ d. fa. x ist die conatante 
am Aequator. Am Pol, wo ijj = 90'' wird sin. ^^>:=l also 
:x +y, (j/) ist also die Zunahme vom Aequator zum Pol. 
!ätte man die Pendellänge X] nnd Xg an 2 Orten, deren Breiten 
i i|ij, beobachtet, so wftrde dies grade auareichen, um a nnd y 
timmen ; hat man aber die Beobachtungen an vielen Orten gemacht^ 
ritt die WahracheiDlichkeita - Rechnung ein, um /c und y so zn 
men, dass sie allen Beobachtungen möglichst gut ent- 
hen, d. h., daas, wenn man mit den so gefundenen (^x) und (y) 
en Breiten if», und ij;} .... die zugehörigen (Xj), (T-j), {L,) . . . 
net, und mit den beobachteten Li, Li ■ ■ ■ • vei^leicht, nur Fehler 
(/-j); 7-j — (/,j) fibrig bleiben, deren System die meiste 
cheinlichkeit hat. 

ie Grösse L ist also im Allgemeinen Function von ,r und i//(^i/), 

]er zu bestimmenden ConBtant«n, und zwar können wir, ohne 

Igemeinheit zu schaden, annehmen, dass sie stets, wie hier in 

m Beispiel, eine lineare Function sein wird, da jeder andere 

ich daranf znrOckfflhren laset. Man kann dann nSmlicfa ans 

1 der Beobachtungen sehr nahe richtige Werthe von x,y... 

Den, dasB die anzubringenden Verbesserungen i^.v,Ay.-- so 

ind, dass ihre Quadrate und Prodncte vemaehlässigt werden können. 

abe z. B. die Theorie eine Grösse M. = %m.x, so nehme man 

nahen richtigen Werth .r^, und nenne die zu findende Grösse 

r,, dann wird 3/:= sin. (j-,, + j;,) = sin. ir^ + coa. ir,, .^,, da man 

^ 1 und sin. d; = .r der Kleinheit von x wegen annehmen kann. 

und COS. o'n sind dann Constante a und b und man hat: 

M = a + ba:, 

ieder eine lineare Function. Ebenso mit mehreren Unbekannten. 

uat man nun allgemein fflr eine solche beobachtete Grösse M 

nnt«r Voraussetzung nahe richtiger Blementfl nach der mathematischen 

Theorie den Werth V gefunden, so wird der vollständige Werth von 

M, wenn man den nahe richtigen Elementen die Verbesserungen 

X, y, z giebt, sein : 

Jf=K + a;E + iy + cj+ 

oder wenn wir die bekannte Differenz V — M = n setzen; ans einer 

1) Beobachtnng 0:=n + aie + bt/ + ez + ---- \ 

2) dito = «, +o,ar + *,y^-c,^ + ■•■ 
3) dito = «„ +(/,i,r + Äii^+ cns + 




(1) 



Sind nun grade eben so viele Beobachtungen da, als unbekannte 
Verbessern ngen -r, y, i, so wird man diese finden können, und sie 
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werden die beobachteten Wertlie von Sl genan wiedei^ebe: 
mehr Beobachtongen da, als zur Beatimmuug von x, y, : 
nöthig sind, dann giebt es kein System von Werthe 
welches die Gleichungen (1) genau erfüllt. Was ftlr eii 
X, y, z man anob wählen mag, es wird immer so sein, d 
die gefimdenen Werthe in (l) setzt, die Gleichungen nichi 
sondern Fehler v, Vj , fi , . , . . flbrig bleiben, ^e ans (l) n 
den Gleichungen sich ei^eben; 

V =n + aa: + iy + c«H 1 

«11 = '»ii + «ii« + *iil' + "11 ■=* + •■■• I 
wo .r, y, s das gewählte SyBt«m der Unbekannten. 

Unter all diesen wählbaren Systemen ist aber e 
zeichnet, nflmlich dasjenige, welches so beschaffen ist 
man seine Werthe von, :b, y, s in (1) seM, das Sysi 
bleibenden Fehler », »i,»!, die grösste Wahrschein 
Diese WahracheinJichkeit ist aber im vorigen § gegebe 
2, und wird mit diesem zum Haximnm. Da aber 2 
Vj »1, Uji und somit von x,y, z , .. ist, so folgt fdr das 

^=0;!^ = Oi^=0..... 
dx dj/ dz 

Die Gleichungen beqnemer umgeformt 
1 12__Q. 1 rf2_ 
^ dx ' 2 dl/ 

Die Gleichungen (2) geben partiell differentirt: 






b^ 






bj 


ix 


= 


«li 


b», 


ba, 
b» 


= 


"11 


bf, 
b.v 



Aus den Wertlien von 2 folgt aber: 

f. 1^ rf2 dtp(y) bw_ 




<p(ü„)rf 
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^ dl/ (p(v)rfw by' 
9(u,)(?i', by 
<p(ü.,)rfw„ by ' 
0=- '^s_ «^yW bP. 

<p(n,)rfr,'b2' 



9(v,,)rf,-„ b^ 
iteen wir bierin sllgemein der Kflrze wegen - — "^ "' = 9, (») 

id fllr — 1^. ..?-?... ihre Werthe, so findet man: 

b « -b y b * 

=« 9. W + '', «p, (",) + «.. «p. («..) + ■•• ] 

0= Äcp, W + i, <p, (»,,) + i„ 9. (v„) + . ■ • } (3) 
— c^, {v) + c, v,M+c„ <p. (»,.)+■•• J 
Ware nun die Form von (p (u) bekannt, so kOnnte man 9, (d) 
iden, hierin die Werthe von v ana (2) substituiren; dann gehen die 
leichungen (3) in Gleichungen zwischen ä, y, z Ober und da es 
eben so viele ala Unbekannte x, y, ^ vorhanden sind, so würden sie 
zur Bestimmung von x, y, «, den wabrecbeinlichsten Werthen der 
Correction ausreichen, somit auch zn der von M für jede Beobachtung, 
die von dem beobachteten Werthe aber um etwas abweit^en wird; 
wir werden später sehen, wie sich hieraus ein Haassstab fQr die Gate 
der Beobachtung ergiebt. 

§. 5. 

Form der Function 9 (v), Frlncip des arithm. Mittels. 
Hat man eine grosse Zahl von Beobachtungen einer sich stets 
gleich bleibenden GrOsse, auf jede dieser Beobachtungen dieselbe Sorg- 
falt verwendet, so dasa kein Grund vorhanden ist, einer besonderen 
Beobachtung einen grösseren Werth beizulegen, als einer anderen, 
dann wird nothwendig das arithmetische Mittel der wahrscheinlichste 
Werth sein mflssen. Ist das Princip des arithmetischen Mittels hin- 
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ledeutung von cp (u) zu erkiareii , dann ist di 
als richtig anerkannt, so wird auch die daraae 

lösung als richtig anerkannt werden müssen. 

rithmetische Mittel fallen y, z fort, es bleibt 
übrig, deren Go^fficienten a, «,, er,, man dar« 

verwandeln kann; 6, i,, t,,, c, c,, c,, .... b 
Ea sei die Grösse g der Schwere i 

Beobachtnngsort durch Pendelversuch 

allgemein, wenn T eine Sdiwingnngadatier 
achen Pendels ist; 



•VI 



,Vo + J^, WO g ein KiUieruiigawerth ans einer B< 
et, BO hat man: 

, + a; = — '— (misere Grleicbung F + « =: A 
'-^ + X nach der BcEcichnung des vorig« 



. Beob.: = n + *'; I also; 
Beob.: = «. +a;; [»lao: 



hangen (3) dea vorigen § geben dann ftr i 
= 9.(«) + <p,{t-.) + 9. (",,) + ■-•• 
■ als Beobachtungen. Aus dieser Qleichnng 
Mittel zufolge sein: 

,=__L|„^.,, + „„+...} 

n (m) einen ganzen positiven Werth hat. 
en nun den besonderen Werth annehmen, 
ausser einer denselben Werth gegeben habe 



reichen und zwar so, dasa 

2 = «, +u; so wird: x-=. — n, m 

esen aus der Snpposition des arithmetisch 
ahracbeinlichsten Werth von as von jeder B 
aan die einzelnen Fehler: 

lier'iLehrbach der höhci-eDGeDdtUi«,GieBieu 1846, I,A 



J 






(," — 1= — n^ — x = -\ .w, 

1 p^^i'=ti,,, = ••■ «"•—•, Bo wird durch Sammimng: 

hatten aber, wenn wieder o, =: n, , ^ . , . 

titKt beider Gleichungen fOr dasselbe Problem, und jeder 
'on m ist nnr mOglich, weon man hat: 

m, (c) = ± ^- f , wo k eine beliebige Constante, und 
; 9,(.,) = + i..,. 

.nn V, W = -iilÜ , <l,li«r aocb jMjI = ± J , 
tW«'« ip(ii)ii» 

~-^-^:^ ± ^0 . (^» und integrirt: 



t(.)=c..-'-t- 

nun die Wa£racheinlichkeit eines Fehlers (u), also 9 (r) mit 
« dea Fehlers abnehmen, so mQssen wir das positive Zeichen 

/. 
nentfin verwerfen, und finden, wenn wir — = — *' setzen: 

2 

immuüg der Constant«n C dient die Gleichung: 

+ 00 



/" 



, 3 bewiesen. Hierdurch wird fOr den speciellen Fall der- 
eobachtungen, dass das wahrscheinlichst« Resultat durch das 
iche Mittel gefunden werden k&nne: 



/• 



.,(»=1; 



so 

man fladet hieraus Ci e • tfe =: 1, nnd ä& / c • i^f =: 

—00 —00 

wenn man fOT/tv=:f Betet; der Vereinfachung halber, also fOi dv^ 

-y7 = l nndC=4i 

wodurch: cp(v) = —e als Gleich 

der Cnrre deren Ordinaten 9 (v) die Wahrscheiolichkeit der Feh 
veräieilung ausdrucken. Die Bedeutung der Constanten h wird spi 
erläutert. 



EinfQlirang des Werthes tob 9 (v) Iq die 
STimmationsfonnel 2. 
Wir könnten nun kurz den Werih von <p, (i?) = — kv=: — 2 A 
in die Gleicbnngen (3) einfahren; setzen wir dann für v seinen W' 
n + ax + b^ + cz+..., nnd ebenso för i'i, «n . ■ . , so bek* 
wir die Gleichungen zur Bestimmung von ic, y, 2. Wir wollen j 
etwas weiter zurflckgreifen, um gleich die ErÜäning, Methode ' 
kleinsten Quadrate mit aufzanebmeu; selbstredend kommen wii 
denselben Endgleichnngen. 

Setzen wir in 2 §, 3 den Werth fOr <p (i-) so wird: 

^___A^ ^ —A'Jd» +-!>,> 4. «,,* + !;„,•+.... { 

»/^ ■■ 

nnd somit zum Maximum, wenn, wie es der wahrscheinlichst« W 
erheischt, der Exponent ein Minimum ist, das heisst wenn: 
«^ + «i' + "11° + "iii' + . ■ . . ein Minimum. 
Derjenige Werth der zu bestimmenden Grösse ist also der w. 
BcheinliohBte, 

für welchen die Summe der Quadrate der Qb 
bleibenden Fehler ein Kleinstes Ist. 
Nach dieser Bedingung hat die ganze Methode den Namen 

Methode der kleinsten Quadrate. 
Setzt man in der Summe der Quadrate für v, v^, »n ... 
Werthe ans den Gleichungen (2) und znr Abkürzung 
2a~in + ax + by + ee..y + (n, + «, ar + A, ^^ + Ci « + 

+ ("11 + «11 a; + *ii y + Cii 3 + . .)' 
^^^_A,(„. + „,i + ^.. + ^.,. + ....)^ um mit 3 Unbekann 
abznschlieasen 



WO n=F(j,y,0- 
Damit 2 ein Minimam sei, bo musa 

dx dy dz 

also; 1) = (n + a« + Sy + i!2)a 

+ (», + «,»: + J,j( + t,«)a, 
+ (»., + »,■' + ».■5' + «,. 2)0.. 
2) = (i. + a» + 4j+«»)i 
+ (», + o,» + i,y + «,2)6, 
+ (n„ + a„ a; + i„ j + t„ i) J„ 

+ (n, + o,:t + «,y + c,z)e, 
, +(n,, + o„» + t,,J/ + f„2)«„ 
tHizeren B«zeichnaDg wollen wir einfahren: 
<.n + o,n,+o,,»„ =(«») 
a o -1- ff, o, + ffl,, a,, = (a a) 

^ werden die letzten 3 Gleichnngen : 

l)0 = (a») + Caa), + (.*)j + (ao)«| 
S!)0 = (t») + (.J).. + (JJ)y + (S.)« M). 
3)0 = (.«) + («o), + (4.)y + (c»).) 

Da die Coefficienten wiederkehren, so erlaubt man sich eine 

rznng: 

l)-a, = (»»)» + (ai)i. + („.) = 
2)—*»= + (it).y + («c)» 

3)-«»= + (»c)^ 

nterBtridienen Glieder nennt man die quadratischen. 

kos dem vorgteheuden gefolgert, Iftsst sidi nanmehr nach der 

i'sohcn Eliminations - Methode das auf der folgenden Seite abge- 

te Rechnnngfi - Schema bilden. 
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an * 1 

+ 0,21415 = 13 Ä? + 4,84870y I ^i? = + 0,01567 ®°^*- ^^"• 
bn j 

+ 0,08419 = + 3^0439 y j y = + 0,00216. 



Länge des Pendels am Aequator: 

i^ = ÄTo + .'» = 39,01567. 
Lange des Pendels am Pol: 

L^o = ^o + ^ + !/o +y = 39,?1783. 

§.8. 

Bedentang der Constanten A; mittlerer Fehler- 
Ist nach dem Vorigen aus einer grossen Anzahl n von Beobachtungen 
einer Grösse M der wahrscheinlichste Werth der in seinem analytischen 
Ausdrucke vorkommenden Constanten ermittelt, so lassen sich aus diesem 
wiederum die wahrscheinlichsten Werthe der gemessenen Grösse M 
bestimmen. Diese werden etwas von der gemessenen Grösse abweichen ; 
durch Subtraction der gerechneten Werthe von den gemessenen werden 
sich die Fehler der Beobachtungen ergeben. Im vorigen Paragraphen 
sind (13 L) gemessen; jene (13 L) lassen sich aber aus der Formel 
am Ende des § wieder berechnen, wenn man für i^ seinen Werth 
setzt; die gemessenen L — den gerechneten (L) sind die Fehler: 

A — (A)=»'t 

Nennt man diese Fehler v, v,, v,i . . ., so kann man einen 

Modulus für die Güte der Beobachtungen bilden, wenn man die 

Summe der Quadraten der Fehler 2v* bildet, die nach der Theorie 

ja die kleinste mögliche Summe ist, und diese Summe durch n dividirt; 

(vv) 
man erhält hierdurch das mittlere Fehler-Quadrat ^^ — ^ das wir 

mit c£ bezeichnen wollen. 



££ 



izz'^^, I wo (ü*) die Summe aller w* bedeutet. 1 



Wenn dieses mittlere Fehler-Quadrat einen Maassstab für 
die Beobachtungen bilden soll, so muss es auch einen solchen bilden 
für die Wiederholung der Beobachtungen mit denselben Mitteln 
und derselben Sorgfalt, d. h. man muss bei einer Wiederholung 
ein gleiches mittleres Fehler-Quadrat riskiren. Für eine solche Wieder- 
holung war aber die Curve der Fehlervertheilung, deren Ordinate 

9W= — ^ 

3* 



i; sie sollte ja auch angeben, wie gtosa die 
daaa ein Fehler innerhalb gewisser AbstAnd 
reffen k&nne. 
d' ist also der Fehler in einem unendlich I 



»yiM»-. 


■dp 




«Her Fehler in der 


ganzen Gorre, 
du 


nnd 


— <X> 






re Fehler. 






g des Integrals: 






{v)v^.dv; wo<p(v): 


_ h -i'.v 


i 


=^-'-"-^ 

H-^"-^ 


«■.S'.rfe 

+ 00 


1 



wird = u. das 



& I • e •dv wird = | 



+ 00 



so zur Bestimmung der Onnatante h die Gli 

gcIieinlielilicita-Curve Jiat demnach li die Bed 
n Beobaclitiingen der Ausdmclt 



l 



— ^ eme. gpo..e. 
bei schlechtereD Beobachtniigen einen kleine] 
Ueberschreitet -^, die Ordinate, ein gewisses Mi 
die Wahrecheinlichkeiten gleichmSseiger. 



Das Haass der Fräcision. 

Ausser dem Hodulua: die Beobachtungen, nach d 
mittleren Fehlers zu benrtheileu, kann man sie 
wahrscheinlichen Fehler beurtheilen. 

Der wahrscheinliche Fehler eignet Bkh v 
Einheit des Maasses, wonach die Fehler derselben G 
werden. Nimmt man den Flilcheii -Inhalt der Curve, 
V die Fehler, und deien Ordinalen 9 (v) die zagehCri 
lichkeiten darstellen, gleich 1 an, bo wird offenbar di 
den besten Maassstab fflr die Genauigkeit der Beobach 

für welche das Integral / tp (») dv den Werth - bet 

dasselbe sagt, welche eine hinlänglich grosse Anzahl vo 
man sie sich ohne BOcksicbt auf ihre Zeichen, nach ihrei 
denkt, in 2 gleiche Theile trennt, von denen jeder eine gl 
Fehlem enthält. Dieser Werth von (ii) zeigt also, w 
Grenzen von ab ausdehnen muas, damit es ebenso w: 
dass der bei einer Beobachtung stattfindende Fehler ii 
Grenzen liege, als ausserhalb. Führt man ausserde 
maasB fflr die Abcissen den wahrscheinlichen Fehl 
sich dieOrdinaten und die durch letztere begren 
bestimmte Zahlenwerthe ansdrflcken. Wir haben gei 
Fehler zwischen + t' und — v zu begehen das Rechteck 
Ordinaten ist. Man kann nun fragen, welches ist die W 

--, oder welches ist die Wahrscheinlicbkeit eines Fehler 

2 

+ 10 — (r, oder in den Grenzen + tu — <» und — u 

IV (Fehler + w — w) =/% {v)-dv = 2 ff (v) . 
VF (Fehler + iP — « ) = 2 /V (f ) • f^ " = - (^enn 
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Entwicklung des Integrals: 



H Y^J \ 1 1.2 1.8.3^ / 

2~V^(*' 1.3 1.2.5 1.2.3.7"^ 1 
i— = A w ^ 



A 

w ist die Ordinate de^enigen Punktes der Cnrve, wo die Wahrsc 
lichkeit, darflber hinauszugehen, eben so gross ist, als daninter zu ble 
Gauss hat ans diesem Grunde — ft das Maass der Fräcisio: 
genannt. 

Das bestinunte Interal 



2* /•.-«*•"• . 1 



Ihr»—»-.«-, 1 



welches die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, dass der Beobachtangsft 
absolut genommen, den Werth von 1« nicht tberschreite, kann in 
liehe Form nicht dargestellt werden, und man hat deshalb Nähen 
Methoden zu seiner Werthbestimmung anzuwenden. Da es flbr 
bei Beobachtungen meistens von besonderem Werthe ist, zu erfahren 
welcher Wahrscheinlichkeit man erwarten darf, dass ein Beobachti 
fehler ein gewisses Vielfaches des wahrscheinlichsten Feh 
nicht Überachreiten wird, so hat man Tabellen fOr die Grösse h . t 
(vid, §. 5) nach Theilen von A w = 0,4769360 geordnet, aufgei 
welche wir auf Seite 46 folgen lassen. 

Jene Tabelle zeigt, wie schnell bei grossen Werthen von 
Anzahl der Fehler innerhalb gleicher Intervalle dieser Werthe abni 
Han darf z. B. bei Beobachtungen jeder Art erwarten, daas v< 
1000 Fehler 54 Fehler absolut genommen unter 0,1 des wahrscheuiL 
Fehlers betragen werden, ebenso 107 Fehler unter 0,2 des w^rec 
liehen Fehlers etc., oder nach dem Sprachgebrauch der Wahrscheii 
keiten ausgedrückt: „man kann 54 gegen 946 wetten, dass ei 
erwartender Beobachtungafehler weniger als 0,1 dea wabrscheinl: 



1 gegen 



1 „ 4) 

1 n 19i 
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333; 

1000( 



Fehlers betragen werde; ebenso 107 gegen 893, d 
0,2 betragen werde. 

In gleicher Weiae lassen sieh die Einsätze b 
verwetten darf, darauf, dass der einzelne Beobach 
Vielfache von w nicht abersteigen wird. Njlralich: 

2% gegen 1 flir '/, 

1 , 1 » 1 

1 » 2'A, i'A 

1 . 47.» 2 

1 „ 10 n 2V, w. 

1 „ 22 „ 3 

1 • 54 „ 3V, 

1 „ 142 „ 4 
Äueserdem zeigt die Tabelle. 
Fehler sich nach ihrer Grösse vertheilen, 
Gelegenheit geboten, die Richtigkeit der Fehler 
vorgetragenen Theorie der Fehler gegenflber 
prüfen, welches wir im III. Abschnitt §. 3 versiicl; 

HL Abschnitt. 

Anwendung der Methode auf phyBikalische 
§.1. 
Im Falle das physikalische Gesetz 

Bei der Herleitnng der Theorie der kleinsten ( 
bereits vermöge des Pendel-Beispiels gezeigt, wie d 
gleichungsrechnung fflr solche und ähnliche Beobae 
ist. In dem gedachten Falle war das physikaliac 
Lange des Secunden- Pendels unter verBchiedenen £ 
kannt und ansgedrQckt durch die Gleichung: 

JD ^ ir + y sin 'i|>, 
wo .r nnd t/ zwei nnbekannte Constanten, deren wah 
durch Beobachtungen zu ermitteln und ip die zu 
zugehörige Breite war. Vermöge der Meäiode der 
wnrde dann die wahre Länge des Secunden-F 
Äequator ermittelt und auf diese Weise die wah 
andre Breite zn bestimmen möglich. 

Wir wollen uns nunmehr erlauben, zur weiten 
Methode ein Beispiel nach einem anderen bekannte: 
rechnen und wählen dazu: 
„dasGesetz der Ausdehnung vonFIflsSigkeite 

Bekanntlich nimmt das Volumen der meisten 
der FIflssigkeiten, vermöge ihrer Ausdehnung, mit 
zn. Wenn nun auch die Zunahme des Volamenf 
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der Wäi-me ist, so bleibt sie 
) V auBdrOcken durch q» (e) in For 
t + yt^. Demnach vQrde es Sai 
[«iiiiten Constanten x . y, welche 
totem Temperaturgrade beziehen, 
Kegnault'B Lehrbuch der Chemie 
sre sein, das Volumen bei 0"^ 
1,009018. bei 250' = 1,0*6 

1^18163. . » 300' = 1,055 
1,027419. » 350" = 1,065 

1,036811. „ 400' = 1,075 

nach §. 6 Abecfanitt II. die F( 
3n: 

+ (aA)ylin obig./(K— 1)< = 
■\-(bh)y] Falle. \(F-1)(>= 
ndem a = ( n. 6 =: (' ist, 
ehenden Beobachtungen bekoomK 

19013 = 1+50 VC +2500!/ 
eder Seite Bubtraliiren : 
)90i3= 50ä+ 2500y. 
18163= 100 ar+ 10000 y. 
(7419=150/«+ 22500 V. 
B8ll = 200a:+ 40000y. 
16829 = 250j!+ 62500y. 
i5973 = 300:p+ 90000;/. 
»743 = 350 ^ + 122500 >,. 
16639 = 400 ar + 160000 ff. 
lummirnng ordne man die CoefBcie 
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Man erliftlt liiermit die beiden Normalgleicliungeii: 

95,380800= 510000;< + 162000000. 
30372,320000 ~ 162000000/) + 54825000000 ■ 

JB~ 0,00017900950. 
» =0,0000000^20. 

K= 0,00017900^0 ( +0,00000002528 t' + 1. 

In Worten aiiBgedrllckt: „das Voltunen des Quecksilbei 
gewissen Temperatnr ( (das Volnmen bei Grad = 1 
gleich dem obigen Ausdruck. Vermöge der Coefßciente 
man also im Stande eine Scala der Änsdehnung fflr jeden 
grad von 0" ab beliebig weiter zn berechnen. Sind die 
riclitig, so muB8 jede der obigen 8 Gleichungen, wenn 
dieselben einfahrt, gleich Null werden; was in der Tha 
Decimalstelle richtig eintrifft, drflber hinaus ei^ebt eich d 
Fehler. 



Im Falle das physikalische Gesetz gefunden we 

Bei dem oben durchgerechneten Beispiel sowohl i 
frfiheren im II. Abschnitt znr Bereehnimg der mittleren 
war das physik. Gesetz bereits bekannt. So liegt die J 
nicht immer. Häufig kommt es vor, dass man eine gi 
gleich guter Beobachtungen, mit besonderer Sorgfalt angest« 
fOgung hat, aus denen das Gesetz des physik, Voi^anges 
werden soll. 

Um schliesslich noch das Verfahren in solchen Fäll« 
schaultchen, mag es gestattet sein, hier ein Beispiel anzufdb 
Hagen in seinem: „Grundzflge der Wahrseheinlichl 
nung, Berlin 1867 voigefQhrt. Man findet dasselbe im 
§. 34 des genannten Werkes ausfOhrlich durchgerechnet, 
nur den Gang der Rechnung, die Bedingnngsgleiehen 
Resultate zu geben beabsichtigen. 

Die Aufgabe lautet: Das Gesetz zn finden, nac 
der Ansfiuss trockenen Sandes durch Oeffnun| 
Seitenwand eines GefUsses stattfindet. 

Zur Auflösung ist errahrungsmäsaig bekannt, dass 
mengen des Sandes von der Druckhöhe, d. h, der Höhe dei 
des Gefftsses gänzlich unabhängig sind. Diese Erscheinun; 
ans der starken Reibnng, welche die einzelnen Sandkön 
ander ansOben. 

Demnach könnte das Gesetz Sber den Ausfluss tropft 
keiten, nach welchem die Ausflussmenge eine Function de 
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ist, keiue Anwendung findeu, und es musBtcn Versnclie angestellt 
welche mit reinem, möglichst gleichförmigen, völlig trockenen 
sande von 0,03l" DmrchmeBBer geschah. Die Radien der 
öfiiiungeii mögen mit '/, q, die in jeder Seoande ausflieBsendi 
mengen mit m bezeichnet werden. Man fand: 

1) 6 = 0,05487 Ri. Zoll. m = 0,009117 cab. Zo 

2) e = 0,08052 n m = 0,029854 a 

3) 8 = 0,09868 , m = 0,053986 , 

4) 8 — 0,12017 „ «1 = 0,095324 , 

5) 8 = 0,16784 „ m = 0,234628 » 

Um die Bezeichnnngen zwischen q und m zu finden, wurde 
die Gleichung benutzt: 

I. m = a:g+y^'+£8', 
da m^n annehmen Jcann, dass m sich durch verschiedene Pote 
8 ansdrflcken ISsst. Ein eonstautes Glied ist offenbar entbeb 
m = wird, wenn g = ist. 

Die 3 Bedingungs- Gleichungen werden also sein: §. 6 AI 
) mg =a;8" + y 8' + äß' 

und man findet ans den vorstehenden Gleichungen: 

"»8=0,059065. e' — 0,061841. 8* = 0,O0O171 

m e*= 0,0087325. 8* = 0,0081113. 8° = 0,000026 

m 8*= 0,00134369. 9' = 0,00114796. 
woraus folgt: 

a; = — 0,186857 ; ^= + 4,72591 ; z = 28,1257. 
Diese Werthe in die Gleichung I. eingesetzt: 

I. m = — 0,1868 e + 4,7269 e' + 28,1257 8') 
und hieraus die 6 Werthe von m berechnet und verglichen: 



beobachtet 


berechnet 


FelJer 


Quadrat dci 


m = 0,009117. 


"» = 0,0141. 


+ 0,0049. 


0,00002 


"" = 0,029854. 


"» = 0,0042. 


— 0,004a. 


0,00001 


'» = 0,053986. 


m = 0,0477. 


— 0,0062. 


0,0000a 


m — 0,095324. 


m = 0.1025. 


+ 0,0072. 


0,00005 


m = 0,234628. 


m = 0,2334. 


— 0,0012. 


0,0000c 



Summa O,00OU 
Die verBuehte Gleichung I. befriedigt indessen nicht^ well die 
menge m weder der 2. noch der 3. Potenz von 8 proport 
auch das negative Zeichen des 1. Gliedes ist nnerklärlicb. Nii 
weniger zeigt die Rechnung, dass m einer gewissen Pot«nz vo 
poitional ist, deren Exponent zwischen 2 und 3 liegt. 
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Es musste nun zunächst diese unbekannte Potenz von q gesucht 
werden, und dazu wurde die Gleichung benutzt: 

geht man in dieser Gleichung von den Zahlen zu den Logarithmen 
Hber, wodurch sich die Rechnung nach der Methode der kleinsten 

Quadrate bequemer behandeln lässt, nachdem man zuvor q^'^ nach 
dem Taylor'schen Lehrsatz entwickelt hat; 



Q 



8 + <T 



= Q«+- 



d^s 



a' 



d^Q^ 



• 1 1 



1 ds 1.2 ds"" 

und vernachlässigt die folgenden Glieder, was zulässig, wenn er gegen 
8 sehr klein angenommen wird, so erhält man: 

Q^ + ^z=zQS + oTQ* .log nat. Q 
und IL mz=x.Q» +a ,crQS , log nat q. 

Die Unbekannten sind nunmehr x und .ro*, die Bekannten m, 
Q«, da sich aus der vorherigen Berechnung ersehen Hess, dass der 
Exponent von q zwischen der 2. und 3. Potenz liegen musste, man 
also die Rechnung mit s == 2,9 versuchen kann, uiid ebenso ist bekannt 
QÄ.log nat Q, 

Uebersehen darf bei der Rechnung nicht werden, dass die Briggi- 
schen Logarithmen in natürliche umzuwandeln sind«. 

IL m = 30,478 8 2;6959 

und die hieraus berechneten 5 Werthe von m: 



beobachtet 
7n = 0,009117. 
m = 0,029854. 
m = 0,053986. 
m = 0,095324. 
m = 0,234628. 



berechnet 

m = 0,0120. 
m = 0,0338. 
^ = 0,0586. 
m = 0,0957. 
m = 0,2461. 



Fehler 

+ 0,0029. 
+ 0,0040. 
+ 0,0047. 
+ 0,0045. 
+ 0,0115, 



Quadrat der Fehler 
0,00000847. 
0,00001624. 

0,00002190. 
0,00002061. 
0,00013248. 



Summa 0,00019970. 



Die Summe der Fehler-Quadrate stellt sich also nur wenig höher 
heraus als bei Gleichung L, welche doch 3 Glieder mit q enthielt; 
dagegen zeigt der Umstand, dass die Fehler sämmtlich positiv sind, 
dass man den Exponenten 5 = 2,9 zu hoch gewählt hat. Man könnte 
nun in der Gleichung IL den Exponenten s == 2,8, oder s = 2,7, oder 
8 = 2,6 versuchen. 

Nach dieser Richtung hin wäre also die Untersuchung als ge- 
schlossen anzusehen, und das Resultat erzielt, dass mit einem passenden 
Exponenten die Gleichung IL den Anforderungen genügt. 

Dagegen fällt es auf, dass sich die Fehler immer noch zu gross 
herausstellen, grösser als man nach der Schärfe der Beobachtungen 
ei-warten sollte. Dazu kommt noch, dass die gesuchten Exponenten 
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Bieh sehi ir^elraflssig verm indem , wenn sie aus je 2 neben e 
liegenden Beobachtungen berechnet werden, und dans mit dem w 
den ß der Exponent desitelben kleiner wird. Dies fnhrt ; 
Vermuthting daas man den Werth von ^ um eine gewisse et 
GrSase vermindern mDsee, um die QleicfamABSigkeit der Esp 
darzustellen Hierzu ist auch in der Tbat eiu Grund vor 
denn durch die Reibung werden die Sandk&mchen in der-0 
selbst em wenig aufgehalten und verengen dieselbe, i 
entsteht eine Verminderung der Geschwindigkeit und somit a 
Ausflussmenge 

r^ Unter letzterer Voraussetzung mflsste also g mit einer pa 

Vermmdemng in die Rechnung eingeführt werden. Wir wahli 
zn den halben Darchmesser der SandkSrncben oder 0; 
f setzen q^h — 0^1. Man erhält alsdann die Gleichung: 

in. m = ^{8 — 0,01)' + " 
und fflr s gesetzt 2,7, so ergiebt dieses nach Analogie der Gleicl 
III in:=x{Q — 0,01) 2'' + a.- o- (ß — 0,01) *'' ■ log nat {q — 
i man erhMt also die beiden Bedingnngsgleichungen : 

'"' 1. 0^019555 = 0,000056268-« — 0,00010805. iBo- 

^" - 2. 0,0037651 ~ 0,00010ilKO . « — 0,00020921 ■ *' f 

'^ und hieraus a;= 23,398, o'^ — 0,253. 

f ü:a= — 5,9137, « + <t= 2,447 ■ niilie: 2,5. 

f Dieser Exponent lAsst sich folgendermassen erklären. 1 

i< schlössen dnrcb die OeStaung hindurch fallen de Sandmasse ist proj 

dem Producte aus dem Flacheninhalt der freien Oefinung (g- 

in die Geschwindigkeit; wo a die obige willkürlich angen 

t Verminderung des Radius ausdi-ückt. Die Geschwindigkeit : 

wenn freier Fall stattfindet, der Quadratwurzel aus der ] 

j, proportional. Hierdurch rechtfertigt sich der Ausdimck 

IV. m = .'.;(e— 0,01 + «)2-s 
£ und diese nach dem binomischen Lehrsatz aufgelöst: 

IV. mi=(e — 0^1)2-». a; +2,5.MJ;(8 — 0,01) '''-»-■ ■•• 

Die folgenden Glieder dürfen wegen der jedenfalls sehr 
Correction « gegenllber j; — 0,01 vernachlässigt werden. 
Man erhalt nunmehr die 2 Bedingungsglelobungen : 

1- 0,0028761 = 0,00012161 -3; + 0,00085864. 2,5a*'. 
2. 0,0202704 = 0,00085864 . « + 0,00640802 ■ 2,5 « a: 
g^' und hieraus 

H' A = 24,397; u = 0,001735 



ebenso die Gleichnng IV, 



IV 


- m = 24,397 


(? — 0,00173)^- 




irauB die Werthe von m 






heohachtet 


berechoet 


Fehler 


Fell 


= 0,009117. 
= 0,029854. 
= 0,058986. 
= 0,095324. 
= 0,231624. 


0,009427. 
0,029481. 
0,054386. 
0,094484. 
0,234914. 


+ 0,00031. 
+ 0,00043. 
+ 0,000«. 
— 0,00084. 
+ 0,00029. 


0,( 

0,( 
0,( 



Snmma 0,( 
Die Fehler fallen unregelmSBStg and die Summe ihrei 
bejieutend geringer, als in allen fi-üheren Rechnungen. Dii 
schliefst sich also am besten an die zu Grunde gelegten 
an, namentlich aber ISsst eich auch der angenommene ', 
den bekannten Gesetzen der Mechanik erklären. 

Um die wahracheinlichcn Fehler der beiden Conat: 
zu finden, bedient man sich der Gleichung 

IV. m = (e — 0,01) 2'* . *■■ + (e — 0,01) ''5 ■ ■ 

fuhrt hierin die fünf verschieden beobachteten Werl 
ebenso die berechneten von .i: und a ein, woraus man fil 
Werthe von m erhält, sehr nahe den obigen berechneten. 

Es kJJnnte echliessUcb noch gefragt werden, wie g 
scheinliche Fehler des Exponenten 2,5 sei. Der Aus« 
Exponenten würde sein nach Gleichung IV"- 

lo g m — log 24,397 

log (g — 0,01173). 
Die 2 verschiedenen Werthe von m und g in diese Gleicl 
ei^ebt im Mittel 2,50JI, und sucht man hieraus wieder 
der 5 berechneten Werthe gegen das Mittel und bilde 
dieser Differenzen, so €udet man die Summe der DifFeren! 
woraus sich der waliracheinliche Fehler der einzelnen 
gleich 0,0134 ergiebt. 

Der Wertli ist klein genug, um hinreichende Sich« 
auf seine Benutzung zu bieten. 



Tertheilnng der Fehler in grösseren Beobach' 

Wir hatten bereits im Abschnitt II, §. 9 bei 
Maassps der PrSciaion der Fehler -Verth eilung Erw 
dergleichen einer Tabelle, welche för diejenigen Falle { 



der FrAcision „A" gegebener Beobachtungen den 



A = l, Ati=(, rfv= — , und 
A 



! •dv=— geht über in - — le •£?(=- 

2 v;r./ S 

A tc — e = 0,476936. 
aass der PrUoision ausgedrückt dQrcb einen aliquoten 
einlichen Fehlers. 



A A-". 
r.J 


it. 


8 


aA-. 


0*00 


Differ. 


2,5 


0,908 


0,054 


54 


2,6 


0,921 


0,107 


63 


2,7 


0,931 


0,160 


53 


2jä 


0,941 


0,213 


53 


2,9 


0,960 


0,264 


61 


3.0 


0,967 


0,814 


50 


3,1 


0,968 


0,363 , 


49 


3,2 


0,969 


0,411 


48 


34) 


0,974 


0,456 


45 


3,4 


0,978 


0,500 


44 


35 


0,982 


0,642 


42 


3,6 


. 0,985 


0,582 


40 


3,7 


.0,987 


0,619 


37 


3,8 


0,990 


0,655 


36 


3,9 


0,991 


0,688 


83 


4,0 


0,998 


0,719 


31 


4,1 


0,994 


0,748 


29 


4,2 


0,996 


0,775 


27 


43 


.0,996 


0,800 


25 


4,4 


0,997 


0,828 


23 


4,6 


0,998 


0,848 


20 


4,6 


0,998 


0,862 


19 


4.7 


0,998 


0;879 


17 


4,8 


0,999 


0,895 


16 


4.9 


0,999 


0,908 


13 


5.0 


0,999 



'abelle ist übrigens nunmehr dadurch, daas das Haat 
irch einen aliquoten Theil des vahrscheinli 
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Fehlere derselben Beobachtung auBgedrückt, gänzlich u 
von der Gfite der Beobachtungen, und man vem 
ganz allgemein die WahrBcheinlichkeit zu finden, di 
obachtnngsfehler beliebiger Beobachtungen absolut geno] 
gewissen Werth nicht fiberschreite, 

Beispiel. Hat man z. B, 110 Beobachtungen, und ' 
arithmetischen Mittels gefunden, dass der Fehler in jeder 
8,06 oder sehr nahe 8 betrage und die Abweichungen voi 
zahl seien: 

26 mal = ^'^ Summe der Quadrate der 



43 - =1 
24 - =2 
11 - =3 
4 - =4 
- =5 
2 - =6 


flbriggebUebenen Fehler 
2(d") = 374, «IBO .« = ö 

= 1^=3,40, ™a.=i^ 


Nach 8. 8 Atehnitt II. i»t * = — !-- , nath 8. 9, lo = 
..V2 


folglich w = 0,476936 . Vä ■ E, 0,476936 . \2= 0,67f 



w = 0,674486 . e = 1,244. 
Da die vorstehende Tabelle fUr den wahrscheinlichen Fi 
berechnet ist, so muss man die Grenzwerlhe der Abels 

der WabrscheinlichkeitB-Curve durch 1,244 dividiren. Die 
der Fehler fallen bei obigem Beispiel selbstredend zwischi 
Zalden, alao zwischen 0,5, 1,5, 2^ u. s. f. Man findet fl 

1,244 V, 






J!^=I 



1,244 
3,5 

1,344 
4,5 

1,244 
5,5 

1,244 



= 2,223. 
= 3,lia 



= 0,831. 

= 0,964. 
= 0,993. 
= 0,999. 
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Der erste Wcrth bezeichnet die Verh&ltnisszaht deijenigen f 
die kleiner als Vi sii'ij der zweite die kleiner alB l'\, alao i 
alg 2 sind. Zieht man den ersten vom zweiten ab, bo findet nu 
relative Anzahl der Fehler von der GrSsse 1 nnd diese mit der 2 
der Beobachtungen 110 multiplicirt ergiebt die absoint« Zal 
Fehler. 

Yei^genwärtigt man sich die Entstehung der Wshrscheinlic] 
Curve und die Bedeutung des Integrals 



'f 



vWrf. 



vid. §. 3 Abschnitt II , so wird man nicht ISnger darüber in 2 
sein, da33 jeder der vorstehenden Goefficienten mit der Anzal 
Beobachtungen multiplicirt, eines von den unendlich vielen b 
Flächenstflckclien zwischen je 2 Ordinaten, aus denen man sie 
ganze Ftflche der Curve zusammengesetzt denken kann, ausä 
mithin auch die Fehler-Quote in diesem Flitchenstflckchen. 
Wir hatten umstehend 



2 /• 



= 0,000. 



= 


= 0.m. 


1 = 


= 0,631. 


2 = 


= 0867. 


3 = 


= 0;i6». 


4 = 


= 0,99a. 


5= 


= 0,999. 


(lber5 = 


= l,ooa 



DifTer. Anzahl der E 

berecliDGl. beol 

0,23«. 110 = 26,0 2 

0,395.110 = 43,4 4 

0,236.110 = 25,9 2 

0,097.110 = 10,7 1 

0,029.110 = 3,2 

0,006.110 = 0,7 

0,001-110 = 0,1 

Sununa 110,0 11 
Man ersieht ans diesei' Uebereinstimmung, dass die Uethod 
hinreichende Qenauigkeit bietet, besonders in denjenigen Gruppe 
die Fehler zahlreicher aufti-eten. 

Wenn wir nunmehr zum Schluss, nachdem wir die Theorii 
geleitet und durch Zahlenbeispiele bewiesen haben, deren Anwendb 
im praktischen' Leben einer vorurtheilsfreien Kritik unterziehe 
werden wir zugeben mfissen, dasa die Methode der klei 
Quadrate als Ausgleichungfi- Rechnung fOr Beobachtungsreih« 
aehr nfltzlichcs und wesentliches HDlfamitt£l bildet, und dass ihr 
eine andere Rechnungs - Methode nicht gleichkommt. 

Damit wÄre sie gegen d«n Vorwurf geschützt: Nichts mel; 
nichts Besseres zu sein, denn eine nutzlose mathemstische Kflns 

Allerdings darf man auch von dieser Rechnung nicht Leisl 
verlangen, welche ' ausser ihrem Bereiche liegen. Wollte man 
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Ton ihr verlangen, aus wenigen Beobachtungen mehrere unbekannte 
Grössen zu bestimmen, d. h. mehr unbekannte zu bestimmen, als über- 
haupt Beobachtungen vorhanden sind, so wäre dies ein Unding. Man 
wolle nicht vergessen, dass die erste Bedingung ihrer Zulässig- 
keit die ist, dass mehr Beobachtungen als Postulate zur Bestimmung 
der unbekannten Grössen vorhanden, und dass die sämmtlichen 
Beobachtungen, welche zur Kechnung dienen sollen, unter gleich- 
artigen Verhältnissen angestellt sein müssen, damit sich überhaupt 
aus ihnen ein System der wahrscheinlichen Fehler formiren 
lasse. 

Aus diesem Grunde ihre beschränkte Anwendbarkeit! 
Würde man z. B. bei gewissen Aufgaben der politischen Arithmetik und 
der Statistik über eine grosse Anzahl von Beobachtungen — unter gleich- 
artigen Verhältnissen angestellt — disponiren, so würde es uns auch 
auf diesen Gebieten gelingen, manche bisher unbekannte Gesetze zu 
ermitteln. Indess leider fehlen bei diesen Aufgaben gewöhnlich die 
vielen gleichartigen Beobachtungen, aus denen sich ein System 
der wahrscheinlichen Fehler formiren Hesse. Es ist immer nur eine 
Beobachtung unter gleichen Verhältnissen vorhanden, aus denen mehrere 
Unbekannte bestimmt werden sollen. Was vermittelst der Methode 
der kleinsten Quadrate unmöglich. 

Dagegen sollte die Methode der kleinsten Quadrate bei Ermittelung 
und zur Bestimmung der sogenannten (vielfach gebräuchlichen, physika- 
lisch-, chemisch-, mechanisch - technischen) Erfahrungs - Coefficienten 
niemals unbenutzt gelassen werden. 

Wenn es auch nicht immer gelingt, die volle Sicherheit durch die 
Berechnung zu erlangen, so ist es doch von grösstem Werthe und 
Bedeutung, den Grad der Genauigkeit zu erfahren, mit welchem' 
man die Vorgänge beobachtet hat, oder mit welcher die Abweichungen 
von einer — in Ermangelung eines Gesetzes — unterstellten Hypothese 
eingetreten sind. Selbst für Hypothesen ist die Methode — wenn sonst 
die obigen Cardinal -Bedingungen ihrer Zulässigkeit erfüllt sind — im 
Stande, einen Grad der Genauigkeit nachzuweisen, welche viele unserer 
sonstigen menschlichen Kenntnisse nicht besitzen, wiewohl Niemand an 
deren Untrüglichkeit zu zweifeln wagt. 
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